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Summary 本稿は、最近新しく研究され始めた、Realized Range-based Vari-
ance(RR)を日本のTOPIXデータで計算し、以前に研究されていたGARCHモ
デルや ARFIMAモデルに当てはめ、Realized Variance（RV)との比較が内容
の中心となっている。GARCHモデルでは、GARCH(1,1)モデルにRR、RVを
加え、尤度が上昇するかということを明らかにした。また、RR、RVの対数を
取ったものを時系列モデルで分析した。それがARFIMAモデルである。このモ
デルは long memoryという特性を持っており、RR、RVの分析に適している。
本稿ではARFIMA(0,d,0)モデルのパラメタを推定し分析、比較を行った。結論
として、真の Volatilityの推定値としては、RVよりも RRを用いたほうが真の
値に近づくことが示された。

1 Introduction

Black F and Scholes M (1973)による、資本市場の一般均衡理論以降、ファイ
ナンスの分野は様々な方向に発展した。しかし、彼らの論文の非常に重要な仮定

である、Volatilityの固定は現実にそぐわないとして、いかにして Volatilityを
変動させつつ、市場の分析を行うかということに注目が集まり、また、その方向

に研究が発展していった。

そのような流れの中、ファイナンスの分野で注目、研究がなされている中心

の一つとして、資産（株価指数、為替レート、債権など）価格変化率の 2次モー
メントをあらわすVolatilityに焦点を絞って分析する研究がある。その研究とし
ては主に 2方向の発展がある。一つは、volatilityが確率的に変動するという仮
定の下、その対数値の変動を線形のARMAモデルで記述するという Stochastic
Voratility 変動モデルの分析がある。もう一方は、Engle R.F. (1982)の ARCH
モデル以降、Bollerslev .T (1986)のGARCHモデル、さらにそれを拡張したモ
デルである。これらのモデルでは、Volatilityを観測されない潜在変数と考え、日
次リターンデータを用いてモデルのパラメタを推計をすることによってVolatility
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の推定値や予測値を計算する。この研究では、どのモデルを使うのかでVolatility
の推定値や予測値は異なる。これらは Volatility変動モデルと呼ばれている。
しかし、Andersen, Torbin G. and Bollerslev.T (1998)で初めて、モデルに依
存しない Volatilityの推定量である Realized Variance(RV)が研究された。これ
は日中の 5分毎のリターンの 2乗を足し合わせたもので、資産価格の日中デー
タが利用可能になるにつれて、研究が進められている1。

さらに、Christensen .K and Podolskij .M (2005)で考えられたRealized Range-
based Variance(RR)というVolatilityの推定量がある。これは、理論的にRVよ
り 5倍の有効性があることが分かっており、また実際的な応用性もあるというこ
とで注目すべきことである。本論文は、日本のデータ (TOPIX)によるRRの計
算、および、モデルによるパラメタ推定、それによるRVとの比較が中心となっ
ている。

本論文の構成は以下の通りである。まず第 2節では、Realized Variance、Re-
alized Range-based Varianceの定義、その理論的特性を述べる。次に、第 3節
では、TOPIXのデータを用いて実際に RV、RRを計算し、基本統計量による
分析を行う。さらに第 4節では、GARCHモデル、ARFIMAモデルの枠組みを
用いてRVとRRの比較を行う。最後に第 5節でまとめと今後の研究の課題を挙
げる。

2 Framework compared with RV

このセクションでは、RV、RRそれぞれの計算方法と、理論的観点からの違
い、RRの有効性について論じる。
まず、RVの計算方法は以下である。今、第 t日の日中の n個のリターンデー
タ {rt, rt+1/n, ..., rt+(n−1)/n}が与えられているものとする。このとき、それら
を 2乗して足し合わせた、

RVt =
n−1∑
j=0

r2
t+j/m (1)

r2
t+j+1/m = pj+1/m − pj/m　

をRVと定義する。ここで pj/mとは、対数を取った、1日の中の (m個中)j番
目の価格である。

データを用いる際に注意すべきは、サンプリングの頻度である。上述したこと

から、サンプリング頻度を高めれば高めるほど真のVolatilityに近づくが、市場の
ミクロ構造によるノイズが大きくなることが知られている2。よって、Andersen,

1例えば、Barndorff-Nielsen O. E. and Shephard N. (2002)、Koopman S. J. ,Jungbacker
B. and Hol E. (2005)

2を参照
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Torbin G. and Bollerslev.T (1998)にしたがって、5分おきのリターンを計算し、
そこから RVを導出した。
次に、RRの計算方法について述べる。RRは、

RRt =
1

4 log 2

I∑
i=1

(log Ht,i − log Lt,i) (2)

のようにして表される。ここで、log Ht,iとは、一日のリターンデータを i個

ずつのブロックに分けたとき、そのブロック内で最も大きい価格の対数を取った

値である。同様に log Lt,i はブロック内の最小の価格の対数値である。

ここで、RRを 1
4 log 2 倍するのは、以下の理由による。

1
4 log 2 は、標準ブラウ

ン運動の 2次モーメントである。それはセミマルチンゲールのフレームワークで
RR、RV、IVを定義するから、その分散を調整するために、RRの推定値にモー
メントの逆乗をかけるのである。明確な値を求めるのは難しいので、シミュレー

ションで標準ブラウン運動の 2次モーメントを求めてみると、漸近的に 4 log 2
に近づいていくのがわかる。また、理論的には、連続時間で考えられており、実

際のデータで、その 2次モーメントを求めることは難しいが、データ数が大き
ければ理論的な 2次モーメントを実証分析で用いても差し支えのないことが分
かっている3。

以下、このようにして計算された RV、RRを基にして話を進める。4　　

RRが RVよりも理論上で優れている点として、

1. RRは全てのデータポイントの情報をもっているのに対して、RVはいく
らかの情報を無視している

2. RVよりも 5倍の有効性を持っているので、信頼区間が狭まる5

が挙げられる。

3Christensen .K and Podolskij .M (2005)
4上のようにして RV が計算される根拠としては次のような理由による。

資産価格の対数値 log P (s) が伊藤過程

d log P (s) = µ(s)ds + σ(s)dW (s)

にしたがっているとする (W(s) はウィナー過程である)。そうすると、第 t 日の真の Volatility は

IVt =

Z t+1

t
σ(s)2ds

と定義され、これは瞬間的な Volatilityσ(s)2 を積分したもの (Integrated volatility) となる。　
(1)式で定義される RVt は、n → ∞とすると、IVt に確率収束するので、nが十分大きいなら RVt

は IVｔ の精度の高い推定量となる。
5これは RRの推定値の分散が、RVの推定値の分散と比較して 1/5しかないことによる。(Chris-

tensen .K and Podolskij .M (2005) )
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3 Empirical Application: TOPIX

このセクションでは、TOPIXの Tick Dataを用いて RV、RRを導出、その
特徴について述べる。

3.1 data

データ範囲は、柴田舞 (2006)にのっとり、2000年 1月 6日 9時 1分から 2003
年 12月 29日 15時までとした。しかし、この期間のうち、年末年始は午前中し
か取引が行われないので、分析データからはずす。また、以下の日はRVが非常
に高い日であり、それらを異常値として分析対象からはずした。

• 2000年 4月 17日：前週末のアメリカ株式相場の影響を受け、東証一部上
場銘柄のうち、1236銘柄が値下がった。

• 2000年 4月 21日、24日：日経平均株価指数に採用されている銘柄のう
ち、30銘柄の入れ替えに伴い、入れ替え対象銘柄を中心に売買が活発に
なった。

• 2001年 9月 12日：アメリカで 9月 11日に発生した同時多発テロの影響
による混乱が生じた。

これらを除いた総データ数は 972である。

3.2 基本統計量による分析

まず、基本統計量を用いた分析をおこなう。RV、RRと、それぞれの対数を
取ったものを以下の表に載せる。

[Table 1:Basic Statistics insert here]

RVとRRの相関係数は 0.69であり、高い相関がある。Fig1,Fig2,Fig3はそれ
ぞれ、RV,RRのサンプルパス、密度、自己相関関数である。これから、log RR、

log RV は正規分布に非常に近い分布をしている。つまり、RR、RVは対数正規
分布に従っていると考えられる。

4 モデルによる比較

4.1 Estimation of GARCH(1,1)モデル

RR、RV の比較をするために、本論文では基本統計量の分析だけではなく、
Koopman S. J. ,Jungbacker B. and Hol E. (2005)にのっとり、以下のGARCH(1,1)
モデルのパラメタを推定し、RR、RVの比較を行う。
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rt = µ0 + µ1rt−1 + ϵt

ϵt = σtzt

zt～N(0, 1), i, i, d

σ2
t = ω + αϵ2t−1 + βσ2

t−1 + γRRt−1

これを、最尤法を用いて推定した。推定すべきパラメタΨは、Ψ = (µ0, µ1, ω, α, β, γ)
である。

まず、RRでの、GARCH(1,1)+RVの推定結果を挙げる。

[Table 2:Estimation coefficients using RR insert here]

次に、RVでの、GARCH(1,1)+RRの推定結果を挙げ、RRを用いたモデルと
比較する。

[Table 3:Estimation coefficients using RV insert here]

上の比較から分かる、最も大きなことは、RVをモデルに加えることよりも、
RRをモデルに加えたほうが尤度が高くなり、モデルの推定結果が良くなるとい
うことである。これは、RVよりも RRを用いる優位性があるということの一つ
の大きな根拠となる。

4.2 Estimation of ARFIMA model

上では、RVとの比較をボラティリティ変動モデルの枠組みを用いて行った。
次に、RV、RRの特性である、long memory を定式化したモデルを用いて、RV
と RRの比較を行っていく6。

4.2.1 ARFIMAモデル

ARFIMA モデルとは、長期記憶性をモデル化したもので、Hosking J.R.M
(1981)、Beran J (1994)などによって考察されている。zt が ARFIMA(p, d, q)
に従うとすると、

6例えば
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ϕ(B)(1 − B)d(zt − µ) = θ(B)ϵt

p, q ∈ Z, d ∈ R

ϕ(B) = 1 −
p∑

i=1

ϕiB
i

θ(B) = 1 −
q∑

j=1

θjB
q

ϵt～N(0, σ2)

Bzt = zt−1

zt は以上の式を満たすこととなる。

この ARFIMAモデルの特別な場合、つまり、p = 0, q = 0のパラメタ Ψ =
(µ, σ2, d)を推定する。先行研究では、（擬似）最尤法などで推定されているが7、

今回は、Markov Chain Monte Carlo法を用いて推定した8。推定方法は以下で

ある。

ベイズの定理より、

π(Ψ| log RR) ∝ f(log RR|Ψ)π(Ψ)J

ここで、π(Ψ|RR)は事後確率密度関数、 f(log(RR)|Ψ)は尤度関数、 π(Ψ)は
事前確率密度関数である。また、J はヤコビアンである。

本論文では、ARFIMA(0, d, 0)を推定する。その確率密度関数は、

(1 − B)d(log RRt − µ) = ϵt

ϵt～N(0, σ)

推定すべきパラメタは Ψ = (µ, σ2, d)である。誤差項が正規分布に従うことか
ら、尤度は、

f(log RR|Ψ) ∝ (σ2)−
T
2 exp

(
− 1

2σ2

n∑
t=1

ϵ̂t
2

)
ここで、T はデータ数である。

また、パラメタ dには、0 ≤ d ≤ 1の制約をつけるので、変数変換を行う。

d =
1

1 + e( − y)

∴ J =
e−y

(1 + e−y)2

7例えば
8MCMC 法については、Hastings W.K. (1970)、和合肇 (2005) などを参照
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ベイズ推定の枠組みでは、パラメタの事前分布を設定する必要があるので、パ

ラメタの事前分布を以下のように設定する。

π(Ψ) ∝ π(µ)π(σ2)π(y)

π(µ) ∝ exp
(
− µ2

2σ2
µ

)
π(y) ∝ exp

(
− y2

2σ2
y

)
π(σ2) ∝ (σ2)−(

α0
2 +1) exp

(
− β0

2σ2

)
(3)

尤度は上で計算したとおりである。よって、事後確率密度関数は、

π
(
Ψ| log RR

)
∝ (σ2)−

T
2 exp

(
− T

2

T∑
i=1

u2
t

)
e−y

(1 + e−y)2
　

× exp
(
− µ2

2σ2
µ

− y2

2σ2
y

)
(σ2)−(

α0
2 +1) exp

(
− β0

2σ2

)
MCMC法とは、事後確率密度関数からサンプリングをして、パラメタの書き
換えを繰り返すことにより、推定値を求める方法である。このモデルでは、事後

確率密度関数がよく知られた分布ではないので、MHアルゴリズムを用いてサン
プリングを行う。本論文では、独立連鎖MHアルゴリズムを用いて、推定値を発
生させた9。5000回の繰り返しを行って、最初の 1000回を初期値に依存する期
間 (burn-in period)として棄てた。そのアルゴリズム、推定結果は以下である。

Algorithm

Step.1 初期値 µ(0), σ2(0), d(0) の設定

Step.2 σ2の発生 条件付事後確率密度関数を考える。σ2の条件付事後密度関

数は、

f(σ2| log RR,µ, y) ∝ f(log RR|µ, σ2, y)π(σ2)

∝ (σ2)−
α1
2 +1 exp

(
− β1

2σ2

)
where α1 = α0 + T, β1 = β0 +

T∑
t=1

ϵ̂t
2

9Chib S and Greenberg E (1994) を参照
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よって、

σ2～IG

(
α1

2
,
β1

2

)
であるから、ギブス・サンプラーでサンプリングを行う。

Step.3 µの発生 µの条件付事後確率密度関数は、

f(µ| log RR, σ2, y) ∝ f(log RR|µ, σ2, y)π(µ)

∝ exp
(
− 1

2σ2

T∑
t=1

ϵ̂t
2 − µ

2σ2
µ

)
µ̂を条件付事後確率密度関数のモードとする。条件付事後確率密度関数の対数を

取り、2次テーラー展開をモードで評価すると、

g(µ| log RR, σ2, y) ≡ log f(µ| log RR, σ2, y)

∝ − 1
2σ2

T∑
t=1

ϵ̂t
2 − µ

2σ2
µ

≈ g(µ̂| log RR, σ2, y) + g1(µ − µ̂) +
1
2
g2(µ − µ̂)2

≡ h(µ| log RR, σ2, y)

where g1 =
∂g(µ| log RR, σ2, y)

∂µ

∣∣∣∣
µ=µ̂

, g2 =
∂2g(µ| log RR, σ2, y)

∂µ2

∣∣∣∣
µ=µ̂

ここで、h(µ| log RR, σ2, y)を整理すると、

h(µ| log RR, σ2, y) ∝ − (µ − b1)2

2B1

where B−1
1 = −g2, b1 = µ̂ + B1g1

よって、次点の µを µ′、現在の点を µと表し、µ′の提案密度 q(µ′| log RR, σ2, y)
を、N(b1, B1)とする。採択確率 αは、

α = min
{

1,
π(µ′| log RR, σ2, y)/q(µ′| log RR, σ2, y)
π(µ| log RR, σ2, y)/q(µ| log RR, σ2, y)

}
= min

{
1, exp

(
g(µ′| log RR, σ2, y) − h(µ′| log RR, σ2, y)

−g(µ| log RR, σ2, y) + h(µ| log RR, σ2, y)
)}

となる。
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Step.4 yの発生 yの条件付事後確率密度関数は、

f(y| log RR,µ, σ2) ∝ f(log RR|µ, σ2, y)π(y)J

∝ exp
(
− 1

2σ2

T∑
t=1

ϵ̂t
2 − y

2σ2
y

)
e−y

(1 + e−y)2

ŷを条件付事後確率密度関数のモードとする。条件付事後確率密度関数の対数を

取り、2次テーラー展開をモードで評価すると、

k(y| log RR,µ, σ2) ≡ log f(y| log RR,µ, σ2, y)

∝ − 1
2σ2

T∑
t=1

ϵ̂t
2 − y

2σ2
y

+ log
(

e−y

(1 + e−y)2

)
≈ k(y| log RR,µ, σ2) + k1(y| log RR,µ, σ2) +

1
2
k2(y| log RR,µ, σ2)2

≡ l(y| log RR,µ, σ2)

where k1 =
∂k(y| log RR,µ, σ2)

∂y

∣∣∣∣
y=ŷ

, k2 =
∂2k(y| log RR,µ, σ2)

∂y2

∣∣∣∣
y=ŷ

ここで、l(y| log RR,µ, σ2)を整理すると、

l(y| log RR,µ, σ2) ∝ − (y − c1)2

2C1

where C−1
1 = −k2, c1 = ŷ + C1k1

よって、次点の yを y′、現在の点を yと表し、y′の提案密度 q(y′| log RR,µ, σ2)
を、N(c1, C1)とする。採択確率 αは、

α = min
{

1,
π(y′| log RR,µ, σ2)/q(y′| log RR,µ, σ2)
π(y| log RR,µ, σ2)/q(y| log RR,µ, σ2)

}
= min

{
1, exp

(
k(y′| log RR,µ, σ2) − l(y′| log RR,µ, σ2y) (4)

−k(y| log RR,µ, σ2) + l(y| log RR,µ, σ2)
)}

となる。

Step.5 Step.2にもどる

以上のアルゴリズムを一定以上の回数繰り返し、burn-in period以降のサンプ
ルを保存し分析した。その結果が以下である。

[Table 4:Estimation Arfima(0,d,0) parameters using log(RR) insert here]

[Table 5:Estimation Arfima(0,d,0) parameters using log(RV) insert here]

Fig4,5,6,7,8,9はそれぞれ、log RR, log RV をデータとして用いたパラメタの

推定値のサンプルパス、ヒストグラム、計算された自己相関である。
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4.3 ボラティリティ予測

以上、いくつかのモデルを用いて、RR、RVの比較をおこなってきたが、そ
れらのモデルをボラティリティ予測という観点から比較する。

Koopman S. J. ,Jungbacker B. and Hol E. (2005)にのっとり、RMSE(root
mean squared error)、RMSPE(root mean squared parcentage error)、MAE(mean
absolute error)、MAPE(mean absolute parcentage error)という指標を計測す
ることで比較を行う。これらは、以下の式によって導かれる。

RMSE =

√√√√ 1
T

T∑
t=1

(
RVt − σ̂2

t|t−1

)2

RMSPE =

√√√√ 1
T

T∑
t=1

(
RVt − σ̂2

t|t−1

)2

RVt

MAE =
1
T

T∑
t=1

∣∣RVt − σ̂2
t|t−1

∣∣
MAPE =

1
T

T∑
t=1

∣∣∣∣RVt − σ̂2
t|t−1

RVt

∣∣∣∣
これらの指標には、基準となる値が必要である。これまでは基準値として日

次リターンの 2 乗が用いられることが多かったが、Andersen, Torbin G. and
Bollerslev.T (1998)によって、真のボラティリティの代理変数として日次リター
ンの 2乗を用いると、日次リターンの式から z2

t の変動にも依存することが指摘

された。彼らは、この z2
t の変動が大きいため基準として日次リターンの 2乗を

用いると、ボラティリティの予測パフォーマンスが正しく評価できないというこ

とを示した。また、基準値としてRVを用いることを提案しており、本論文でも
それにしたがって分析を行う。Table6は、GARCH(1,1)、ARFIMA(0,d,0)のそ
れぞれで、RV、RR、lnRV、lnRR を用いて、指標を計算した結果である10。

[Table 6: RMES,RMSPE,MAE,MAPE insert here]

5 Conclusion and Future Reserch

以上の比較から、RRを用いることの有用性が示された。
また、更なる RRの分析として、以下のことがあげられる。たとえば、日本
の他のデータでも、同様な結果が得られるか、また、ここでは分析されなかった

モデル、たとえばGJRモデルに RRを加えて、ボラティリティの分析を行うこ
とも重要である。

10初期値 σ̂2 には、データの RV の最初の値を用いた。
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次に、ARFIMA(0,d,0)の予測パフォーマンスがそれほど良くないので、Koop-
man S. J. ,Jungbacker B. and Hol E. (2005)などで、より良い結果が得られて
いる ARFIMA(0,d,1)で Realized Range-based Varianceを分析することが急務
である。

また、ボラティリティの予測パフォーマンスを測る指標として、今回はMSE、
MSPE、MAE、MAPEを用いたが、これには様々な議論があり、さらに正確に
パフォーマンスを計測するには、VaR(value at risk)などをMCMCで推定する
ことも非常に重要である11。
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Table 1:Basic Statistics
Mean Stdev skeuness kurtosis

RV 1.02 0.65 1.86 8.19
RR 0.22 0.12 1.87 9.01
lnRV -9.36 0.58 0.11 2.70
lnRR -10.83 0.47 0.21 2.97
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Table 2:Estimation coefficients using RR

coefficient Std.err Z-value P-value

µ0 -0.073 0.042 -1.72 0.043
µ1 0.084 0.033 2.52 0.0059
ω 0.43 0.14 3.00 0.0013
α -0.037 0.024 -1.55 0.060
β 0.31 0.15 2.07 0.020
γ 4.19 1.02 4.11 0.00

Log likelihood = -772.56
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Table 3:Estimation coefficients using RV

coefficient Std.err Z-value P-value

µ0 -0.072 0.043 -1.65 0.050
µ1 0.086 0.034 2.51 0.0061
ω 0.32 0.095 3.33 0.00043
α -0.0090 0.023 -0.38 0.35
β 0.60 0.079 7.55 0.00
γ 0.46 0.12 3.79 0.00

Log likelihood = -781.38
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Table 4:Estimation Arfima(0,d,0) parameters using log(RR)

Mean Std.dev 95% lower quantile Median 95% upper quantile

µ -10.70 0.15 -10.99 -10.71 -10.39
σ2 0.13 0.0060 0.12 0.13 0.14
d 0.43 0.026 0.38 0.43 0.48
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Table 5:Estimation Arfima(0,d,0) parameters using log(RV)

Mean Std.dev 95% lower quantile Median 95% upper quantile

µ -9.36 0.12 -9.59 -9.36 -9.13
σ2 0.26 0.012 0.24 0.26 0.28
d 0.31 0.024 0.27 0.31 0.36
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Table 6: RMES,RMSPE,MAE,MAPE

RMSE RMSPE MAE MAPE

GARCH(1,1):RV 1.10 1.98 0.98 1.50
GARCH(1,1):RR 1.07 1.84 0.94 1.41
ARFIMA(0,d,0):lnRV 9.76 22.03 11.78 15.87
ARFIMA(0,d,0):lnRR 5.06 19.097 11.59 15.45
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Fig 1 :Sample path of RV and RR and logarithm respectively
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Fig 2 :Density of RV and RR and logarithm respectively
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Fig 3 :Auto correlation function of RV and RR and logarithm respectively
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Fig 4 :Sample path of µ,σ2,d respectively using log RR
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Fig 5 :Density of µ,σ2,d respectively using log RR
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Fig 6 :Auto correlation function of µ,σ2,d respectively using log RR
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Fig 7 :Sample path of µ,σ2,d respectively using log RV
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Fig 8 :Density of µ,σ2,d respectively using log RV
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Fig 9 :Auto correlation function of µ,σ2,d respectively using log RV
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